
1

��������	
��	
������
�
�
�
�����
�����

����
�������
�

�
��
� �������

��
� ��	����
� �
� ��
��������
��
����
	��
��
�������

������� �������

����
 ���
��������

! "
#���������
�
�����
"
� ��
!$$%
 ���
��	���
�����&�'
( �������� �����
!$$%

�	��'�

� �)#��*+���

'��	
������
'������
�
,�
����

� ��������
���,���

� ���������)
���
��������

� -.,���������
�������

� �������



2

/ "
#���������
�
�����
"
� ��
!$$%
 ���
��	���
�����&�'
( �������� �����
!$$%

�)#��*+ ���

'��	
������

���������

0�����#������
1 ���
�,

��'
�
����
2#
�''������

�*+

�*+ ��)�

�)�

�  ��	�
������

�
�����
,��
�
������
��

� 0�����
����

��

�
���
�����
3 

�������

�������� &�����

4 "
#���������
�
�����
"
� ��
!$$%
 ���
��	���
�����&�'
( �������� �����
!$$%

�)#��*+ ���

'��	
������5
�������
���������������

�)#��*+ ���

'��	
�������
���
'��������
��
�
�����
��
1 '�

� �������	
�
,��
'��������
��
1 ���
���
��	����
�������
&
����
�

'�����
������


&������
1 
�6�
1 
��

� ������
�������
���
�
�
��
��	�

� ��	��
������
�
�
�
����
������
'������
�5


�
,��
'��������
��
1 �� ������

�
'�������
�
�����
1 ���
�����
,��
�
������
��

��	���	�7

�
'�������


�
�������	
�
�����

�
1��	�7

�
�����
,��


�
������
��

��	��
1�������
&
����

8����
��
1 '��)#��*+ ���

'�



3

9 "
#���������
�
�����
"
� ��
!$$%
 ���
��	���
�����&�'
( �������� �����
!$$%

������
�
'��

)
�����
��
������

�
:��� 2#�
'�� 2#�
;<=
��
1 
�,'����

� ><
�
�
�*+ 
,�����
��
�
��� �

'�� :������=

� �<
�
�
�)�
,�����
��
�
��� �

'�� :'�����=

�����,��
��

� /!����
2#
�''������?
@4����
:����
'��=
,����

� +�����

�
'�������
:����
'��=
,����5
A

)
���������

� ���	��
,���

&��
�,'���
������

� �����
�,���
:�
	��������
��
A =

� �
����
��
����
��
��
�����
�
�
A 
:����
'��=
,����
1 
�6�
1 
��

� �����
,�
������	
����
,��
�,'���


� )
�����
��
�������	

�
������
������
:�
,��
'��������
��=

������
������
�

��������	
���

�	��

�
,��
'��

@ "
#���������
�
�����
"
� ��
!$$%
 ���
��	���
�����&�'
( �������� �����
!$$%

#�
����
�
�������
�

vvv fff ε≤− |ˆ|

��������
���B�����
�& �
�
'�� &
C
������

�
'�������
���6� 1 ���
������
1 ��'	�'


�*+ 
,��� :�����
,��
�
������
��=
�

&

���

����&���
�5 ������
&������
1 ���
��&�
��	�
�& &�����

� �

'�����
�������
�����
�
,��
�& ���B�����
&�����
:�&<�D��
�&�=


� -.���
�������	

�
�& &�����
��B�����
Θ:A =
�,����
��'
��
����
��,��������

�,,�
.�����
�
,��
'�� �������	
,�
����5 �����
�
,��
���B�������
1 ���
�
�����


:ε) ������&�
���
�?
��
�&
��
���
��������
�
�
�
,��
���B�����
&����
�&
����

|}0)(:{|
),,(

>∆= � ∆vuv uf



4

% "
#���������
�
�����
"
� ��
!$$%
 ���
��	���
�����&�'
( �������� �����
!$$%

���������)
���
������
���������

� -������
�������	

�
�
,��
'�������
���B�������
1 ���
	��������'
��������

� 2�
���������
�

'������
:���������
�

�	�
��
��	�������
�)#
�
������
��=

�  
1 
��
��	�
�,���

&�����'

�  
1 
�,'���
,�
������	
����

E ��
�
��������
�

F "
#���������
�
�����
"
� ��
!$$%
 ���
��	���
�����&�'
( �������� �����
!$$%

������'
1 
��

� -���� ��'
0��	����
G�2� )E � � 
$!H

I A ��
���,���
��'
���������'
��������	
�

�'������
���	�
��
1 �


I �
�����
,���'
�)#
��
1 
��
�
�
���	�
�������
�

,������
���
�.����	�'

� �
�,���� ��
���
G2� )
$4H�
� �
 ��
���
G2)�)�
$4H

I � �������
�����,��
����
�������
'�� ����
������
���

�������
1 ���
���	�
�
������
��


���
����
������
��
,
�������
������
&�����

I +

,�
&����
	���������

� � ���
��
G0 ��
$<H�
)
��
'� ��'
� ������������ G#E ��
$9H

I ��������
���,����
�����'�'
���������
�
�
:'�������=
���B�����
��������
�

I )���
�
���'��
'�����
��
��
�,'���
������

� 0����������� ��
���G+��� $9H

I 8
�
������
�'
��
����,���,���'��� �'������
���6� ����
�
�����
�

J�
'��

I ����������	
������
�'
�
���
��
'��������
��
,�������



5

K "
#���������
�
�����
"
� ��
!$$%
 ���
��	���
�����&�'
( �������� �����
!$$%

��&������	
���
������5
� �������
���,���
G� ���
���
0 ��
$<H

12

1
]),(Pr[ +==

l
lvuh

� � 

'
�
�
'�������
���B�����
��������
��
���
����
�
���'��
'������

� ������

�
:����
'���
><=
��
1 
�,'����
:�������=

:��'=

:��'= :��'=

:��&=�:��&=

AL!
:����
'��=
,����
����
���


������
$�
A L4
���


������
<�
D

M���
������
�
�
��,�
:����
'��=
,����
�


�������
1 ���
�.,
���������
'��������	

,�
����������


� �������
���,��

$

@4

�

:����
'��=
,����
����
����
���


�������



�
����'
'�������
���,��


�
��N�
AL!�

≥

<$ "
#���������
�
�����
"
� ��
!$$%
 ���
��	���
�����&�'
( �������� �����
!$$%

�
,��
���B�����
��������
�
,�
��'���

)
log

(
2ε

kvf

UUΘ>

 ��
&<�
����
&� ��
'�� 1 ���
��	����
���B�������
:���
�&<�
D�
�&�=
��
'�������
���,��


��
�
�������



�

������
:&< �
�&<C
!
��&<=�
D�
:&� �
�&�C
!

��&�=

���
������5 2�
'�������
���,��
��N�

















�
����
�
�
����
�
,��
'�������


���B�����
�& 1 �,

vvv fff ε≤− |ˆ|

� �

� �

≥



6

<< "
#���������
�
�����
"
� ��
!$$%
 ���
��	���
�����&�'
( �������� �����
!$$%

���������)
���
������

���������)
���
��������
,�
'���
'�������
���,���
��
���
,�������

� '�����
��

�:��&=

�����
��&��
����

�������
:��
���
��=

�
���
�'
��&��

����
������

	�:��&=

	<:��&=
�
���$< �
���$� �
���$@4

�
���<< �
���<� �
���<@4 <
���
�
����

$
���
�
����

�� ���
�'
��&��

����
�������

<

<

�

�
M ���
������
�
	O ���'
���
��,�
:����
'��=


,����
�


��

�
���
�
�������

�
����
�����
O

+�����

�
:����
'��=
,����
��
������

1 ���
��� ���
$L<


� )
����
���,
�

�.�����
:����
'��=
,���


��
������
1 ���
�����
���
'�����
��

�
���$< �
���$� �
���$@4

�
���<< �
���<� �
���<@4
$

@4

<! "
#���������
�
�����
"
� ��
!$$%
 ���
��	���
�����&�'
( �������� �����
!$$%

� ����������
,�
��'���
�
�
���
���	
������
�,'���
:��
&�
∆)

-.��,��
:�,'����	
�
����=5

�:��&=

	�:��&=

	<:��&=

2�
��� ���

�
:��
&=
��
$L<
����
�'O���
�
���$L<� ��
∆

)
���'��
��������&��
����
������
�:��&=

8
�
O
C
<
�

�

A ,'���
�
����
��
���
�'���&��
������
	O:��&=



!


$


$


!

$


!


!


$

$
���

<
���

/


$


$


/

$


/


/


$
+

�
�����
�

:��&=
C
$<<$�
∆=+1

!


$


$


!

$


!


!


$

$
���

<
���

!


<


$


/

<


!


/


$
)
�����
�

:��&=
C
<$<$�
∆=+1

�
���$< �
���$�
�
���$@4

�
���<< �
���<� �
���<@4

�
���$< �
���$�
�
���$@4

�
���<< �
���<� �
���<@4



7

</ "
#���������
�
�����
"
� ��
!$$%
 ���
��	���
�����&�'
( �������� �����
!$$%

-.�������	
:����
'��=
,���
��
�
���
�'���&��
������

2�
�
�
���
�C<
�

@4�
�.�����

��

�
�
���$� 
�
�
���<� ��
�
��N��

LP
�

�
�����
�
PL

����


:����
'��=
C
��B�����

�
���
&�����
1 ���
�
��N��

�
����

������
:����
'��=



-���

LP
�
�����
�
PL

������
Q��,��
:����
'��=R

-.��,��
:�.�������	
:����
'��=
,���=5

$
���

<
���

/


$


$


/

$


/


/


$

�

�
�����
�

$
���

<
���

!


<


$


/

<


!


/


$

�
�����
�

:����
'��=
C
$<<$ ��,��
:����
'��=

<4 "
#���������
�
�����
"
� ��
!$$%
 ���
��	���
�����&�'
( �������� �����
!$$%

�
,��
���B�����
��������
�
,�
��'���

 ��
��� ��
:����
'��=
,����
��
�
:���
�'���&��
�������

�=
��������&��
�������




�

 ��
�
��
���
���	���
��������&��
������
����
����
��N�

�
'�������
���,��
��� J
Θ:�=

 ��
&<�
����
&� ��
'�� 1 ���
��	����
���B�������
:���
�&<�
D�
�&�=
��
'�������
���,��
���

������
:&< ��&< C
!
��&<=�
D�
:&� �
�&�C
!

��&�=

� �

� �

≥

8�������&��
������
� �
���
�'���&��
����
������

� �������
���,��
��N�
J
Θ:�=

-.�����
:����
'��=
,����
��
�

���
�'���&��
�������

$

@4

<

�

<

�

�
���$< �
���$�
�
���$@4

�
���<< �
���<� �
���<@4

�
���$< �
���$�
�
���$@4

�
���<< �
���<� �
���<@4



8

<9 "
#���������
�
�����
"
� ��
!$$%
 ���
��	���
�����&�'
( �������� �����
!$$%

���������)
���
������5
���
������

2������
�5
)
���'��
��������&��
������
1 ���
Θ:�=
:����
'��=
,����

� S ���
�
C
Θ:�
	 ��������N�=
���
�'���&��
����
������
1 ���
�
�������
�����
�&���
,���


�����
1 ���
��
�
�����
��
��
�
��
���
�'���&��
������
1 �,

� �����
,
������
�


�����
�
'�������
���,��

�
��N�


)
log

( and )size stream (log
2ε

kvf

UU
sr Θ>Θ>���
������5 2�




























































�
����
�
�
����
�
,��


'�������
���B�����
�& 1 �,

vvv fff ε≤− |ˆ|

)
log

()(
2ε

kvf

UU
s Θ=Θ

<@ "
#���������
�
�����
"
� ��
!$$%
 ���
��	���
�����&�'
( �������� �����
!$$%

-.,���������
�������

���������
'���
	������
�
���'
�

,�
'���
������

�
:����
'��=
,���
�,'����

� +�����

�
'�������
:����
'��=
,����
:A =5
F
�����
�

� +�����

�
'�������
'��5
9$�

� ��� 2#
�''������
�
��
1 
T�,� '���������
�

I T�,� ,��������
&����'
���1 ���
<
��'
!�9
�

�
���
�
���1

���������)
���
������

� �C/
���
�'���&��
����
������
1 ���
�C9
�������
����

� ��N�
C
4�9
� �


� 
&��
��

�'��

�
��	����'�
�,���
��&��	�

� �,���
�

��������
�
����
�
�
F
�����
�
:����
'��=
,����
C
K@
� �

� #�
������	
����
,��
������
�,'���
C
4$�@$
����
��� 
�
<� M N
#�������222



9

<% "
#���������
�
�����
"
� ��
!$$%
 ���
��	���
�����&�'
( �������� �����
!$$%

�
,��
������

� ������
�
�
�
,�9
'�� ��
���
��
��1 ���
<$$U
:�
�
���
���1 
&�����
N=

� 8
�
N
V
!�
������
��
JF@U
��'
J%/U
�
�
�
,�<$
��'
�
,�<9
'���
���,����&���

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 5 10 15 20

T
op

-k
 Q

ue
ry

 R
ec

al
l

k

8M Distinct Pairs, 50K Distinct Destinations, r = 3, s = 128

z = 1.0
z = 1.5
z = 2.0
z = 2.5

<F "
#���������
�
�����
"
� ��
!$$%
 ���
��	���
�����&�'
( �������� �����
!$$%

-�������
������&�
���
��

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 5 10 15 20

A
ve

ra
ge

 T
op

-k
 R

el
at

iv
e 

E
rr

or

k

8M Distinct Pairs, 50K Distinct Destinations, r = 3, s = 128

z = 1.0
z = 1.5
z = 2.0
z = 2.5

� ������&�
���
�
��
V <%U
�
�
�
,�9
'�� :�
�
���
���1 
&�����
N=


� 8
�
NV!�
������&�
���
�
��
V
!9U
��'
V
/9U
�
�
�
,�<$
��'
�
,�<9
'���
���,����&���



10

<K "
#���������
�
�����
"
� ��
!$$%
 ���
��	���
�����&�'
( �������� �����
!$$%

�
�����
���������
�)#��*+ ���

'��	
������
'������
�
��B�����
���
�������
�


�����
�
,��
'��������
��
1 ��

� +�����

�
'�������
�
�������	
�
�����
:��

,,
��'
�

�������
&
�����=

� +�����

�
�����
,��
�
������
��
:�

'�����	����
��
�
�����
��
1 '�=

E ��
,�
,
��'
� ��������)
���
������

� -������
�������	

�
�
,��
'�������
���B�������
1 ���
	��������'
��������

� 2�
���������
�

'������
:���������
�

�	�
��
��	�������
�)#
�
������
��=

-.,���������
�������
��'�����
����
� ��������)
���
��������
���
����������

�����
�
,��
���B����
'��������
��

�  
1 
��
��	�
�,���

&�����'

�  
1 
�,'���
,�
������	
����

�  
1 
���
��

�������


